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The Holtsmark microfield evaluation is rediscussed. It is shown that in the usual computation 
of the Fourier transform a term is neglected which has the dimension of a dipole moment density. 
This term occurs only for long range forces (here Coulomb ones) and remains undetermined in 
the limit of an infinitely large system without interaction. Furthermore, it is sensitive to deviations 
from ergodicity. The true microfield distribution results as a Holtsmark distribution centered 
at the generally nonvanishing far field. As the distribution of the latter is Gaussian the complete 
distribution results as a convolution of the Holtsmark distribution with that of the far field. 
The parameter of the Gaussian far field distribution is computed for a non interacting plasma 
consisting of N charges, by taking into account explicitely the collective field of space charge 
fluctuations. The formulae arrived at with respect to the microfield as well as the micropotential 
suggest to perform numerical computer experiments (HUNGER, LARENZ and W I L K E , to be 
published). For an interacting plasma, the far field is obtained qualitatively. It agrees with the 
microfield of HUNGER and LARENZ (1961). The far field dominates the Holtsmark nearest neigh-
bour field at plasma conditions kT/e^n1!3 > 1. 

1. Einleitung und Übersicht 

Abweichend von den bisherigen zahlreichen Ar-
beiten zum Mikrofeld-Problem (Literaturzusammen-
stellung siehe z. B. WEISE1) war in einer Arbeit2 vor 
einigen Jahren für typische Plasmabedingungen 
(kT /e 2 w 1 / 3 > 1) mit kollektiver Wechselwirkung ein 
stark temperaturabhängiges Mikrofeld hergeleitet 
worden, welches außerdem zum Unterschied gegen 
die bekannte Holtsmark-Verteilung der elektrischen 
Mikrofeldstärke einer Gauß-Verteilung gehorchen 
sollte. Zur experimentellen Prüfung der Mikrofeld-
theorien sind inzwischen Modellrechnungen mit 
Hilfe einer elektronischen Rechenanlage ausgeführt 
worden, über die bereits einige Mitteilungen heraus-
gegeben wurden3 , 4 '5 -6 . Zusammenfassend wird dar-
über in dieser Zeitschrift in einer folgenden Arbeit 
berichtet7. Auf der anderen Seite ist für ein kaltes 
Plasma (kT/e2n1/3 < 1), welches durch eine Hoch-
frequenzentladung erzeugt wurde, mit Hilfe des 
Studiums der Stark-Verbreiterung von Wasserstoff-
linien von VIDAL8 gezeigt worden, daß für solche 
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Plasmen mit sehr guter Näherung die Holtsmark-
Verteilung realisiert ist, die bekanntlich im wesent-
lichen das Feld des dem Aufpunkt nächstbenach-
barten Ladungsträgers wiedergibt. 

In der vorliegenden Arbeit soll nun der Übergang 
vom Holtsmarkschen zum Gaußschen Verhalten der 
Feldverteilungsfunktion diskutiert werden, da die-
ser Übergang in der Arbeit2 außer acht gelassen 
worden war. Das Gaußsche Verhalten entsteht durch 
das kollektiv wirkende Feld weit entfernter La-
dungsträger (mit Abständen von der Größenord-
nung der Debye-Länge und darüber), welches in der 
ursprünglichen HoLTSMARKschen Arbeit9 und in 
allen späteren Arbeiten beim Grenzübergang zu be-
liebig ausgedehnten Plasmen übersehen worden ist, 
obwohl die Existenz gewisser Schwierigkeiten hier-
bei im Fall des weitreichenden Coulomb-Feldes aus 
der Potentialtheorie bekannt war. Auf diese Schwie-
rigkeiten haben insbesondere N E U M A N N 10 und S E E -

LIGER11 Ende des vorigen Jahrhunderts hingewie-
sen. Auf Grund der Eigenschaften der Holtsmark-
Verteilung hatte DEBYE12 gleich nach Bekannt-
es K. H. W I L K E , Z. Naturforsch. 23 a. 761 [1968]. 
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werden derselben festgestellt, daß mit Hilfe dieser 
Verteilung nicht alle einschlägigen Phänomene ad-
äquat beschrieben werden können. 

Es wird im Abschnitt 2 gezeigt, an welcher Stelle 
der bekannten Holtsmarkschen Rechnung bisher 
übersehene mathematische Komplikationen ein-
setzen, die dazu zwingen, das Fernfeld der Ladungs-
träger genauer zu untersuchen. Hierbei ergibt sich 
außerdem, daß Variable mit der typischen Eigen-
schaft des Coulomb-Feldes, nämlich der großen 
Reichweite, sehr empfindlich gegen beliebig kleine 
Abweichungen von dem in der statistischen Mecha-
nik üblicherweise vorausgesetzten ergodischen Ver-
halten der betrachteten Systeme sind. Im Ab-
schnitt 3 wird dann eine Rechenmethode angegeben, 
welche die Schwierigkeiten beim Grenzübergang zu 
Plasmen beliebiger Ausdehnung vermeidet und der 
physikalischen Realität einer im Mittel gleichmäßi-
gen Ladungsträgerverteilung besser angepaßt ist. 
Dabei zeigt sich, daß die Mikrofeldverteilung für 
einen unbesetzten Aufpunkt sich grundsätzlich als 
eine Faltung einer den nächsten Ladungsträger be-
rücksichtigenden Holtsmark-Verteilung mit einer 
das Fernfeld wiedergebenden Gauß-Verteilung dar-
stellt. Weiter zeigt sich, daß zur näheren Charakteri-
sierung des Fernfeldes die Kenntnis der weiträumi-
gen elektrischen Raumladungsschwankungen erfor-
derlich ist, denn durch die Raumladungen äußert 
sich die kollektive Wirkung weit entfernter ato-
marer Ladungsträger. Daher wird im Abschnitt 4 
für ein aus N Teilchen bestehendes endlich aus-
gedehntes Plasma ohne Wechselwirkung die Ver-
teilungsfunktion der räumlichen Dimensionen von 
Raumladungsbereichen ermittelt und daran an-
schließend für ein solches Plasma das mittlere Fern-
feldquadrat, das mittlere Dipolmomentdichtenqua-
drat, welches in einem gewissen Zusammenhang mit 
dem Fernfeld steht, sowie das mittlere Potential-
quadrat berechnet. Diese Rechnungen werden be-
sonders auch im Hinblick auf die schon erwähnten 
elektronischen Experimente ausgeführt, da sie die 
Abhängigkeit der Fernfeldgrößen von der Gesamt-
teilchenzahl N liefern, so daß beurteilt werden kann, 
inwieweit mit den heute zur Verfügung stehenden 
Computern eine experimentelle Nachprüfung der 
Theorien möglich ist. 

Wie bereits gesagt, werden die Betrachtungen 
dieser Arbeit ohne explizite Berücksichtigung der 
Wechselwirkung durchgeführt, um der Klarheit 
halber alle Komplikationen zu vermeiden, die sich 

bei Einführung einer allgemeinen Energie-Vertei-
lungsfunktion ergeben könnten. Gleichwohl lassen 
sich die hier gewonnenen Ergebnisse mit Hilfe ein-
facher Überlegungen auch auf das Plasma mit 
Wechselwirkung übertragen. Dies geschieht im ab-
schließenden Abschnitt 5. Man erhält wiederum die 
aus2 bekannte Temperaturabhängigkeit des Fern-
feldes, welches für k T/e2n1/z > 1 das Holtsmarksche 
Nahfeld überwiegt, womit die Mikrofeldverteilung 
in die kanonische Verteilung der elektrostatischen 
Energie gerechnet pro Elementarvolumen übergeht. 

2. Diskussion des Grenzübergangs zum beliebig 
ausgedehnten Plasma in der Holtsmark-Theorie 

und daraus folgende Konsequenzen 

Wenn N Ladungsträger keinerlei Beschränkung 
in ihrem Aufenthaltsort innerhalb eines sphärischen 
Volumens V = R3 unterliegen, bestimmt sich 
nach HOLTSMARK9 die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung W(E) des Mikrofeldes im Kugelzentrum als 
Aufpunkt in bekannter Weise durch 

WlE)-i...{d( m 
(N) \ m > w = l 

= 72^)3 J d f t e x p { - » * E } J J J e x p { ^ 3 r m } ^ 

Setzt man für die <5-Funktion ihre Fourier-Darstel-
lung ein, wie in (1) gleich geschehen, so reduziert 
sich das Problem auf die Ermittlung der Fourier-
Transformierten 

AT 

fN(k)=Y[fm(k), k=\k\ (2) 
m— 1 

R n 
mit fm (k) = ~2~}j3 JJ exP {llc€m™S ̂  J • r2 dr sin § dft. 

0 fim-*0 
(3) 

Da in (3) die Winkelintegration sehr einfach ist, 
wird diese üblicherweise stets sogleich über das 
Intervall ft — 0 bis = n ausgeführt, ohne zu prü-
fen, ob dies unter allen Umständen zulässig ist. Hier 
soll nun eine Vertauschung der Operationen vor-
genommen werden, derart daß zunächst die radiale 
Integration ausgeführt und dann anschließend der 
Grenzübergang R, V, N - > oo zusammen mit der 
Winkelintegration betrachtet wird, wobei aus Vor-
sichtsgründen zunächst die untere Integrations-
grenze ft = em gesetzt worden ist. Die radiale Inte-
gration ergibt 



i + 
2 ikem cos # R2 

und damit für i? oo 

exp / ikem cos |/2 TI k3/2 

l -B2 J R* 

C sin#d# 1 r, 
J 2 R* \ 1 — [— 3 i k em R cos # + J/2 n k3/2 | em cos # |3/2 • (1 + i • sgn (em cos 0))]} (5) 

Wird jetzt die Winkelintegration ausgeführt, so 
kann sie im 1., 3., und 4. Summanden des Inte-
granden von (5) unbedenklich sofort von 0 bis 7t 
erstreckt werden, im 2. Summanden offenbar jedoch 
ohne nähere Diskussion nicht. Man erhält also unter 
Benutzung von 1 — cos2 e ~ e2 

fm (k)^l-^(likemRsl + i pn k^ | em |3/2). 

(6) 

In (6) ist das letzte Glied in der Klammer der be-
kannte Holtsmarksche T e r m ~ i ? ° ; zusätzlich er-
scheint aber additiv daneben ein Term ~ iRe2m, der 
im allgemeinen für R - > oo einen unbestimmten 
Wert hat, was sich zeigt, wenn man 

4 ~ R~Vm für 0 < ym < 1 (7) 

gegen Null gehen läßt, wie dies zu verlangen ist, 
damit dem Ladungsträger em alle Orte im Volumen 
V zugänglich sind. Der durch die Einführung von 
em dem Teilchen em zunächst nicht zugängliche re-
lative Volumenbereich A Vml V ergibt sich zu 

AV„ 
V~ — 2 J = 2 ( 1 — COS EM) = = ~ 

und geht, wie verlangt mit R 
Term 

. t 1c £ rti ß £<ni — Zike7 

< R-ym 

(8) 

oo gegen Null. Der 

A Vn 

V 
RL-YM (9) 

kann also gegenüber dem Holtsmarkschen Term be-
tragsmäßig jeden beliebigen Wert haben, womit die 
bekannten potentialtheoretischen Schwierigkeiten 
des Coulomb-Feldes im Falle gegen oo strebender 
Medienausdehnung zum Ausdruck kommen. Das 
Ausschließungsvolumen A Vm wird natürlich im 
Falle der Wechselwirkung mit der Teilchenkorrela-
tion zusammenhängen. 

Zu der vorstehenden Betrachtung lassen sich 
natürlich leicht Varianten angeben, die zum glei-
chen Resultat führen. Weiter überzeugt man sich 
durch analoge Rechnung leicht, daß beim Grenz-

übergang R —> oo immer dann die hier aufgezeigten 
Probleme auftreten, wenn es sich um ein weit-
reichendes Kraftfeld gemäß einem Gesetz r~v mit 
p < 3 handelt. Dies hat zur Folge, daß in diesen 
Fällen mit dem Auftreten von Fernfeldeffekten zu 
rechnen ist. Wie die Diskussion im Zusammenhang 
mit (8) zeigt, bedeutet dies insbesondere, daß Pha-
senvariable, die wie das Plasma-Mikrofeld von sol-
chen Feldgrößen abgeleitet werden, eine beträcht-
liche Empfindlichkeit gegen infinitesimale Abwei-
chungen von der Voraussetzung vollergodischen 
Verhaltens der betrachteten Systeme aufweisen 
müssen. Da reale Systeme schon auf Grund der end-
lichen Lebensdauer niemals vollergodisch sein kön-
nen, hat dies natürlich entscheidende Konsequenzen 
für die Brauchbarkeit von Ergebnissen, soweit diese 
unter Voraussetzung der Ergodizität im Falle sol-
cher gegen Abweichungen davon empfindlicher Va-
riablen gewonnen wurden. Der Verlust des Fern-
feldanteils in den bisherigen Mikrofeldarbeiten ist 
ein Beispiel hierfür. 

Der zum Holtsmarkschen Term hinzugetretene 
Ausdruck £ ikemReh oder wieder allgemeiner ge-
schrieben — 3ikemR(cos{)my hat die Dimension 
eines Dipolmoments; unter Beachtung des Vorfak-
tors i ? - 3 scheint also der Fernfeldanteil in Verbin-
dung mit einer Dipolmomentdichte der betrachteten 
Ladungsträgerverteilung zu stehen. Daß dies in der 
Tat so ist, wird im Anhang I zu dieser Arbeit ge-
zeigt. 

Geht man nun für N = * tt w i?3 - > oo mit n — N/V 
als Teilchendichte in bekannter Weise zur Exponen-
tialfunktion für die Fourier-Transformierte f(k) 
über, so hat man mit \em \ =e 

X—*oo 

/(&) = Y\fm{k)= exp {47i ink em cos # ^ VN 
16 7t3/2 

15 J/2 
l2nPI2}, 

/ 

(10) 

wobei im Imaginärteil des Exponenten die Diver-
genz für R -> oo infolge Auftretens einer Summe von 
Gliedern beiderlei Vorzeichens zwar gemildert er-



scheint, jedoch zu beachten ist, daß eine Summe 
von unabhängigen unbestimmten Größen natürlich 
unbestimmt bleibt. Die Tatsache, daß der Fernfeld-
term als Imaginärteil des Exponenten auftritt, der 
bei der Integration gemäß (1) der Feldstärke E 
zugeschlagen werden kann, bedeutet im Ergebnis, 
daß W(E) als eine Holtsmark-Verteilung erscheint, 
die um einen unbestimmten Fernfeldwert zentriert 
ist. Die kollektiv zustande kommenden Fernfeld-
werte schwanken aber ihrerseits statistisch, so daß 
insgesamt eine verbreiterte Feldverteilung resul-
tiert. Ohne nähere Untersuchung kann über den 
Fernfeldterm zunächst nichts weiteres ausgesagt 
werden, jedoch wird zu vermuten sein, daß der Aus-
druck 2 e m c o s F a l l e des realen Plas-

mas mit Wechselwirkung die Größenordnung einer 
mit der Elementarladung e multiplizierten charak-
teristischen Plasmalänge, etwa der Debye-Länge 
besitzen wird, womit hier bereits der Anschluß an 
das Ergebnis eines temperaturabhängigen Mikro-
feldes gemäß der unter2 zitierten Arbeit gegeben ist. 

Im nächsten Abschnitt wird nun eine Integrations-
methode angegeben, welche die hier aufgezeigten 
Unbestimmtheiten für R~> oo und den damit un-
bestimmten Imaginärteil der Fourier-Transformier-
ten vermeidet; wiederum kommt es dabei wesent-
lich auf die Reihenfolge der Prozesse an. Es wird 
sich zeigen, daß die Fernfeldbeiträge einer Gauß-
verteilung gehorchen. 

3. Die Mikrofeldverteilung als Faltung einer 
Holtsmark- und einer Gauß-Verteilung 

Im realen Plasma sind die Ladungsträger im Mit-
tel mit gleichmäßiger Dichte verteilt. Es liegt daher 
nahe, eine Ordnung der Ladungsträger nach ihren 
mittleren Abständen vom Aufpunkt vorzunehmen, 
wobei dann später diese Ordnung permutiert werden 
kann. 

Betrachtet man den Ausdruck 

W(Vm)dVm = ndVm(nVm)m-1' 

4 -r to rfn drm /A^^j 

(m — 1)1 
t _ 1 e x p { - (4: jin/S) r^} 

(rn - 1)! 
(11) 

so gibt er bekanntlich die normierte Wahrscheinlich-
keit an, in einem Volumen dFTO nur m Teilchen zu 
finden, wenn deren mittlere Dichte n ist. Anderer-
seits gibt er auch die Wahrscheinlichkeit an, ein 
m-tes Teilchen in dVm in der Umgebung des aus 
(11) ersichtlichen wahrscheinlichsten Abstandes 

_ / 3 m - 1 U/s / 3 TO \i/8 
r°m ~ [ Inn ) =\4jtn) 

anzutreffen. Ersichtlich gilt ferner < F m ) = m/w so-
wie bei Permutation der Teilchennumerierung 
. iVT—i-oo 
L 2 rcdF^F)™-1 

(m - 1)! 
ndV dV 

Damit schreibt sich jetzt die Mikrofeldverteilung13 

w m - j - s » [ f 
(N) \m = 1 r3 E 

N—+00 

• n 
(n Vm)™'1 

(TO — 1)! 
- n Vn n&Vr, 

(13) 

wobei man noch die spätere Permutation der Teil-
chennumerierung im Auge zu behalten hat, die 
bei Betragsgleichheit aller em jedoch nichts Neues 
bringt. Führt man diese Permutation in (13) gemäß 
(12) vor den Integrationen aus, so geht (13) wieder 
in den Holtsmarkschen Ansatz über. 

Nach Einführung der <5-Funktion in der Fourier-
Schreibweise können jetzt alle radialen Integrationen 
ohne Schwierigkeiten sogleich bis oo erstreckt wer-
den. Für m— 1 hat man zunächst das Integral 

/ i ( f c ) = [ j e x p { 
ö o 

ike i cos 4 7in 

k e i Jsi sm — k ei 

• 2 nnr2dr sin &d& (14) 

e-(4jin/3)r3 . ^ . n n r ^ d r . 

Durch partielle Integration geht dies über in 

1 nnr5 

5 kei 

+ A J * sin • e - ^ " + M j drr7 sin • « - <«"/•»•. 

, . [ /4j inr5 . kei 
h(k)= {-Kl-77sm-r2- 2 COS 

5 r2 ] 
r=* 0 

(15) 

13 Für TO = 1 allein führt dieses Verfahren zu der bekannten Verteilung des allein von der nächstbenachbarten Ladung 
herrührenden Feldes. Siehe z. B. A. UNSOLD, Physik der Sternatmosphären, Springer-Verlag, Berlin 1955, S. 307/310. 



Der ausintegrierte Anteil liefert keinen Beitrag. Vom verbleibenden 1. Integral spaltet man zweckmäßig 
einen Teil ab, der statt der Exponentialfunkion den Faktor 1 —(47rn/3)r3 erhält. Im restlichen Teil sowie 
im 2. Integral kann die sin-Funktion entwickelt werden, wobei für die zu ermittelnde Fourier-Trans-
formierte nur die niedrigsten Potenzen von k von Interesse sind, hier also k2. Dabei geht (15) über in 

h(k) 
oo 

= l J d r { * c l B i n ^ ( - l - - k2e2 - i ^ ) + (*2e 2 (_L _ ( 2 ^ ) 2 - 1 ) + ( & w ) 2 

1 ke i 
2
 CÜS fi 

4Tin 1 . kei , k2e\ - ö — ^ e i r s m + — - ' 1 4.-TW \ 
4?-3 ~ —3 / 

k2e\ 
r 4r3 - Tin) + nnr* + . 

4nn 8 . 2 

3 ~ 5"* 6 

w oo 
2 f dr I 4 Tin \4/3 k2 e\ f 
1 J 72 c o s -72 + [ — 3 - ) • 2 J 

r=0 

(16) 

und unter Beachtung der Permutation der Ladungsnumerierung 
16 TT3/2 4 nn \4/3 

r 
<ß2> A;2 (17) 

Es ergibt sich also genau der bekannte Holtsmarksche Term ~ k3/2 und außerdem ein Term ~ k2. Wie sich 
gleich zeigen wird, liefern alle weiteren fm (&) für m > 1 nur Gaußsche Terme ~ k2. 

Zur Berechnung der weiteren Integrale kann die Exponentialfunktion exp [ikem cos ftm/fm) bis zu 
Gliedern ~ k2 entwickelt werden. Man hat daher 

N—+00 

m = 2 (N-l) 

em cos k2 N 
I m=2 

ei cos2 ft* 
(18) 

7„ N X k2 sr ^r eien 
I I S « * ' « . # . + • • • • N 

2 i=2« = 2r ,2r" 
(n Vm)m~l -nVn 

i ( m - 1 ) ! 
n d F« 

mit d Vm = 2 7r r2 drm sin d&T 

Der imaginäre Anteil in (18) verschwindet bei der sein, weil in ihm die Gruppierung von Ladungs-
Winkelintegration. Die Summe der quadratischen trägem zu Raumladungen in größerem Abstand 
Terme läßt sich leicht auswerten. Es ist ebenfalls vom Aufpunkt zum Ausdruck kommt. Es soll hier 
unter Beachtung der Permutation der Teilchen- in 1. Näherung ein Ausschließungsvolumen ö V be-
numerierung 

A v°° r f e2mcos2#m TV ( • n V m _ n V 
2 J J — 7 7 — I I — — m n d V « m=2 (A"-l) ' LI ( m - 1)! 

m=2 v ' 

<e2> ( 4Tin \4/3 
0 0 

J" dxx -4/3. n _ p.-* ( 1 - e - * ) (19) 

rücksichtigt werden, das einmal dadurch entsteht, 
daß sich die Ladungsträger auf Grund von Wechsel-
wirkung einander nicht beliebig nähern oder gar 
gegenseitig durchdringen können, zum anderen aber 
auch mit Schwankungserscheinungen im Plasma zu-
sammenhängen kann. 

Das Plasma soll insgesamt elektrisch neutral sein, 
d.h. es gelte 

N N 
2 en = 0 oder 2 en = — em • (20) 

n — \ 
n=t=m 

Der eigentlich interessante Anteil in (18) wird der 
aus Imaginärtermen entstandene Korrelationsterm 

Betrachtet man ein Glied der Doppelsumme in (18), so hat man unter Beachtung des Ausschließungs-
volumens d V um ri 

f f COS cos &n T—r yn r my 
e i e n J ' " J —r*7* 1 1 ( m - 1 ) 
l*n (N-1) r,r« m = 2 l> 

(n Fm)"-1 _nVm , T/ 
1 1 TV^-C nVm-nQ.Vn Ji, ( m 

^ e i e n - 0 — n ö V 
cos2 (n Vi)l~l+n-1 f cos2 

J ^ 

= — eien 
n d V ( 4 nn \4/3 

( J - l ) l ( n - l ) ! 
(Z + n - 10/3)1 _ 

"2i+n-iW(l — 1)! (n - 1)! 

2nT'<- rcdF, 

- — eien hn 



Beachtet man nun die Quasineutralität (20) und die Permutation der Numerierung, so hat man für 
den Korrelationsterm 

N N 

2 2 = 2 e * 2 2 I i n = 2 $ 2 I i n 
1 = 2n—2 l m n I n 

N N 
, 2 , n 6 V ( 4 n n Y I Z y y « + » - 1 0 / 3 ) 1 ( 2 2 ) 

/ 2 \ 3 I ^ ^ 2'+»-7/3(? _ 1)1 (n — 1)1 ' v ' 1=2n = 2 

da in der 3-fachen 2 i m Mittel nur die Glieder mit am = et beitragen. 
Es ist mit J<2) als Bessel-Funktion 

N N - * oo (| + n - 1 0 / 3 ) ! 

(23) 2 w 2 d ^ " 4 / 3 • - + 2 < r * * - ' o ( 2 i * ) e — ) 

= 6 r ( 2 / 3 ) • j 1 - 21/3 + j = 3 r ( 2 / 3 ) • 0,613 

und damit ergibt sich für den Ausdruck (18) 

W /«(*) = 1 - * ^2<e2> ( ^ l " ) 4 ' 3 • (̂2/3) • ( l + 0,613 TO Ä F ) . (24) 

Geht man nun für N - + o o zur Exponentialfunktion für die Fourier-Transformierte / (&) über, so hat man 
mit (17) und (24) 

/ (k) = exp { - <| «|»/*> toP/2 - < E 2 > ( 4 * n Y • 0,415 to<5F^} , (25) 

womit gezeigt ist, daß sich die Mikrofeldverteilung 
als Faltung einer Holtsmark- mit einer Gauß-Ver-
teilung darstellt. Der Holtsmarksche Beitrag wird 
dabei gemäß Herleitung nur durch einen, und zwar 
den dem Aufpunkt im Mittel nächstbenachbarten 
Ladungsträger geliefert. Der Faktor von k2 im Ex-
ponenten von (25) stellt auf Grund bekannter, für 
Gauß-Verteilungen gültiger Beziehungen 1/6 des 
mittleren Fernfeld quadrats dar. Die Größe (e2) nöV 
bedeutet offenbar ein charakteristisches Ladungs-
quadrat, welches von den physikalischen Bedingun-
gen des betrachteten Plasmas und somit im allge-
meinen auch von der Temperatur abhängen wird; 
nÖV bedeutet entsprechend eine charakteristische 
Teilchenzahl, die im realen Plasma etwa von der 
Größenordnung der Zahl der Ladungsträger in einer 
Debye-Sphäre sein wird. Die Gestalt der Fourier-
Transformierten zeigt, daß die Mikrofeldverteilung 
gegenüber der Holtsmark-Verteilung stets eine mehr 
oder weniger ausgeprägte Verbreiterung aufweisen 
sollte. Dies wird in Rechenmaschinen-Experimenten 
auch tatsächlich beobachtet 3> 4> 5- 6>7. 

4. Die Fernfeldeffekte in Abhängigkeit von der 
Gesamtteilchenzahl N im wechselwirkungsfreien 

Fall 

Wie sich am Schluß des Abschnitts 3 heraus-
gestellt hat, kommt es zur Ermittlung des Fernfeld-
anteils auf die Kenntnis der Wirkung der groß-
räumigen LadungsVerteilung im Plasma an. Diese 
Raumladungen ergeben sich als Folge von Schwan-
kungen der Teilchenzahldichten. In diesem Ab-
schnitt sei ein insgesamt elektrisch neutrales, aus N 
betragsgleichen Ladungen bestehendes Plasma ohne 
Wechselwirkung untersucht, welches in einem Ku-
gelvolumen V = ^71R3 eingeschlossen ist. Ist die 
Gesamtteilchenzahl N in V fest und somit keinen 
Schwankungen unterworfen, so ergeben sich jedoch 
Schwankungen AN p der Teilchenzahlen Nv im Vo-
lumenbereich V p — ^nRp um die mittlere Teilchen-
zahl <NP> = NVpjV, wobei bekanntlich gilt <ZlIV|> 
= (Np) , wenn V p bzw. N p hinreichend klein gegen 
V bzw. N ist. Dem < A N e n t s p r i c h t dann ein mitt-
leres Ladungsquadrat < Qin Vv, welches sich aus 



Die mittlere Besetzungszahl ( n P ) , die proportional 
der Wahrscheinlichkeit Wv ( V p ) ist, in V das Volu-
men Vp = (p/v) V anzutreffen, ergibt sich dann in 
bekannter Weise zu 

den unabhängigen Schwankungen der positiven und 
negativen Ladungszahlen in bekannter Weise qua-
dratisch zusammensetzt. 

<QP> = e 2 « z L V 2 + > + <AN2_y) 
= e2 « i V > + <Np->) = e2<NP> . (26) , . = V._JL l n 

X V / 3 dp 
Daneben gilt natürlich <(Qp) = 0. Ist Np bzw. Vp 

nicht mehr klein gegen N bzw. F, so ist wegen siche-
rer Anwesenheit der Komplementärladung bzw. der 
Komplementärteilchenzahl in V - V p der Korrek- u n d m i t v > 1 

1 _ e-3p/v 
1 — e - 3 ( i + P I V ) 

1 _ e -3 e - 3 p / v 
1 _ e-sa+p/v)' i _ e-3p/v 

turfaktor 1 — Vp / F = 1 — <Np) /N anzubringen, d.h. 
es gilt allgemein 

<AN2py = eV <Q2py = <Npy • (i - vp/v) 

= <Npy-(l-(Npy/N). (27) 

Es erhebt sich nun die Frage, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit das Volumen V in dichtliegende und 
sich nicht überdeckende Untervolumina Vp einge-
teilt angetroffen wird derart, daß die in Vp auf-
tretenden <(AN2) groß gegen 1 sind, damit die in 
Vp befindliche Ladung Qp als in Vp kontinuierlich 
verteilt angesehen werden kann. Läßt man ein klein-
stes Volumen Fi = V/v mit N± = N/v 1 zu, dann 
werden sich die übrigen Volumina in Klassen vom 
^-fachen (p= 1 ,2 ,3 . . .v) Volumen Vv — pV\ =pV/v 
einordnen lassen und es muß gelten 

V V 

2npVp = 2 nPpVi = V = vVi 
p = 1 35 = 1 

V 

oder 2 P n P = N = v < N i> ( 2 8 ) 
P=L 

V 

bzw. ^ p n p = v, 
P =l 

wenn nv die Zahl der Volumina der Größe Vp an-
gibt. 

Zu fragen ist jetzt nach der Wahrscheinlichkeit 
Wv(np), nv Volumina Vv anzutreffen, wenn die 
Klassenzahl v vorgegeben ist und der Bedingung 
(28) genügt werden muß. Diese geometrische Frage-
stellung ist genau analog derjenigen der Bose-Ein-
stein-Statistik, wobei nv der Zahl der besetzten 
Phasenzellen, V p = pVi der der jeweiligen Phasen-
zelle zuzuordnenden Energie und V der Gesamt-
energie entspricht. Man kann daher hier unter Ver-
zicht auf die Herleitung (im Anhang II skizziert) 
sogleich die Formeln der Bose-Einstein-Statistik 
übernehmen. Es ergibt sich 

e-Spriplv 

2 C~3 pnplv 
nP = 0 

1 — e~3 Plv 
1 _ e-3(i+p/v) 

e-3pnPlv 

(29) 

Wv(Vp) ~ = 

(30) 

(31) 

Zur Anwendung vorstehender Ausdrücke bedarf 
es noch der Festlegung der Gesamtklassenzahl v. 
Dies geschieht durch die Forderung, daß zwei in 
der Größe benachbarte Volumina Vp, F^+i mit 
den mittleren Teilchenzahlen < N p y = (p/v)N, 
(Np+i) = + l)/v]N trotz zufälliger Schwan-
kungen ANV, ANp+i ihrer Teilchenzahlen deutlich 
voneinander unterscheidbar sein müssen. Demnach 
muß verlangt werden 

<.Np+1y - (AN2v+1y 1/2 ^ (Np) + (AN2vyy2 (32) 

für alle p zwischen 1 und v, d.h. unter Beachtung 
von (27) 

p + 1 \\ 1/2 

(33) >PN + IP 
V \ V 

Daraus folgt sofort 

(34) 

wobei das ^ Zeichen durch das Maximum von 
p(\—p/v) bei p — v/2 bedingt wird. Es ergibt sich 
also für die Klassenzahl v > 1 

v = V/ Fi = N/(N{) = N1/2 = <iVi> . (35) 

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich nun kollek-
tive Feldwirkungen berechnen. Die Volumina Vp 

erzeugen mit ihrer in Vp näherungsweise homogen 
verteilten Ladung Qp am Aufpunkt im Kugelzen-
trum von V eine Feldstärke EPi, wobei der Index i 
die Nummer des Volumens von der Größe VP am 
Orte TVi bezeichnen soll (i = 1, 2, 3 . . . v/p). Es ist 

Epi = Qpi • gPi (rpi) (36) 

mit 
rpilR'p Qpi = i»" .7t?3 für rpi ^ Rpi = Rp, 



Die Einführung der Funktion gPi ist notwendig, um 
der aus der Elektrostatik geläufigen Fallunterschei-
dung gerecht zu werden, je nachdem, ob der Auf-
punkt außerhalb oder innerhalb von VPi bzw. Qpi 
hegt. 

Das mittlere Fernfeldquadrat <E|;>, welches die 
Ladungen QPi kollektiv am Aufpunkt im Kugel-
zentrum erzeugen, schreibt sich 

= 2 < 2 < e i i > < & » (37) 
V i 

+ < 2 2 2 2 QpiQiJ'cos ®viQi • 9pi 9q]> • 
p i q j 

Der Korrelationsterm in (37) liefert einen Beitrag, 
weil die Ladungen wegen der Bedingung der Ge-
samtneutralität nicht unabhängig voneinander sind 
und weil sich ferner die Volumina Vvi nicht gegen-
seitig überdecken. Letzteres muß bei der räumlichen 
Mittelung über rqj beachtet werden. Mit dem Aus-
schließungsvolumen A Vpq hat man in 1. Näherung 

<cos &piqj • gpi (rpi) • gq} (rqj)}rQ] 

A V = 0 — -iP-gpi(rpi)-ggj{rpi), (38) 

d Vpq • gP{r) • gq{r) = AVp-gl 
— 9 P • (A V P • 9p 

Hierin soll 

(41) 
A Vpq - gq). 

AVp = Itc(2 £p)3 = 8Vp 

bzw. AVP=V-VP für 8VP^V-VP (42) 

bedeuten. Der Klammerterm in (41) kann je nach 
der Größe von Rp im Verhältnis zu Rq beiderlei 
Vorzeichen haben; er mittelt sich daher in der 4-
fachen Summe von (37) weitgehend heraus. 

Beachtet man nun die Gesamtneutralität 
(43) 

so ergibt sich jetzt 

<E& = i < 2 « & > < £ » + 2 < 2 « & > 
p=1 i p=1 

AV V <gf» 
(44) 

und mit = sowie unter Beachtung von 
(42) und weiter von 

< 2 Xp> = <nP>Xp (45) 
i 

schließlich 

<Eb = 2 <np> <Q2p> <92P> • ( l + l-ihv) 

für 9 Fp F . 

Mit der Definition von gp nach (36) hat man 

. 2. 471 IC r2r2dr f 
<9%> = n r (J — + J 

0 
3 - 6 

5 R3 Rp 
3 

R4 

r2 dr 

(46) 

(47) 

wobei wegen RPi = Rp gilt 

AVpq = \n(Rv + Rq)* 
für 4 JI {Rp -(- Rq)3 < F - V p . (39) 

Da das Ausschließungsvolumen A Vpq selbstver-
ständlich nicht größer als das Volumen V sein kann, 
gilt jedoch 

AVpq=V-Vp für l 7t {Rp + Rq)3 > V - Vp. (40) 
Nun ist gPi (r) = gp (r) und weiter gilt die Identität 

Werden nun die Ausdrücke für (n p y nach (31) und (Qp) nach (27) eingesetzt, so erhält man unter 
Beachtung von <A rp) = Np/v 

18 
5 R4 ( T -

da Vp = 4 TI Rp = (p/v) V = (p/v) • f Tri?3 güt. 

< Ä > = R4 IV 5 I P=1 
(P/v) (1 - P/v) 

e33>/r _ 1 £ ) M - | ] - ( l + 1 8 J & ) | (48, 

oder nach Ersetzung der ^ durch ein Integral mit x — p/v als Integrationsvariabler 

dx(x2'3 - | x) (1 — x) 
e3x — 1 + 

1/9 

I 

±^(x5'3 - I Ä2) (1 — «),(" dx(x2/3 - I x) (1 - x)2 

•J 
1/9 

e3x — 1 (49) 

Es ist { } ^ 0 , 2 0 , (50) 
wie man durch näherungsweise Auswertung der In-
tegrale ermittelt. 

Mit (35) hat man nun das Fernfeldquadrat in Ab-
hängigkeit von der Gesamtteilchenzahl N in den 
beiden Formen 



p- IS 
Ä > = ^ 4 - ^ - 0 , 2 0 ^ 3 / 2 

4 7 t» \ 4/3 18 sT 0,20 A 1 / 6 (51) 

wobei n = N/V die Teilchendichte bedeutet. 
nimmt also im Verhältnis zum Quadrat des mitt-
leren Holtsmarkschen Nahfeldes mit der 6. Wurzel 
aus der Teilchenzahl N zu. Dies sollte gegebenen-
falls im Experiment nachprüfbar sein. 

Die abgeleiteten Ausdrücke gelten unter der Vor-
aussetzung, daß die Klassenzahl v = N1/2 > 1 und 
andererseits wegen der als kontinuierlich verteilt 
behandelten Ladungen 

l /e<#!> 1 / 2 = <Ai ) 1 / 2 = „i/a > l 

zutrifft. Nimmt man i> bzw. v zu minimal etwa 
20 an, so folgt, daß die Rechnungen für Teilchen-
zahlen N > 400 gelten sollten. 

Analog dem Fernfeldquadrat kann man auch das 
kollektiv zustande kommende mittlere Potential-
quadrat <9?k> a m Aufpunkt in Abhängigkeit von N 
berechnen. Hier gilt 

(Ppi = Qpi'gPi{rPi) (52) 
l / r , 

3 
~ 2R 

(9p) — y 

3 
~ R2 

1 -

Rv 

f r2dL (<* r2 \ 
J 422» \3 ~ R l ) H 

l - 18 Rp 
35 R 

<(99 )̂ ist also zu schreiben: 

<*&> = 2 > » > < « > < £ > p 

+ < 2 2 2 2 Qq]9pi 9q]> 

(53) 

(54) 

(55) 
p i q ) 

Unter Beachtung des Ausschließungsvolumens hat 
man bei der Mittelung über rq j 

AVr 
9Vi ' <9oi>rqi = 9pi <S)qf> y~ 9pi irpi) ' 9q] irpi) 

- / x AVv o 
= 9pi<9q> y—9p 

+ ^(AVpgp-AVpqgq), 

(56) 

mit gvi 

und es ist 

pi 
1 

2 Rp 
q 'Vi 

Ri 
für R V ' 

wobei sich der Klammerterm in (56) entsprechend 
der Bemerkung zu (41) herausmittelt. Ersichtlich 
ist nach (53) 

<9vi) = <9qj> SS <9> = 2 R ' 

Jip n 

<9v> = Y (JYlfp (3 - + j r dr 
so daß sich nach Einführung der elektrischen Ge-
samtneutralität gemäß (43) in Analogie zur vor-
herigen Rechnung ergibt 

<&>=i<*p><Qi> 
v=1 

< 9 l y - < 9 ) ^ < 9 l > l l 8 I ^ l P/V, 
für 9 V p ^ V (57) 

oder in Integralform nach Einführung der entsprechenden Ausdrücke 

R2 Nv 3 
da;a;(l - x ) ( { - ^x1'3) 

e3x _ 1 

1/9 

+ dxx2(l - x) (1 - ifx1/3) 
e 3 * - 1 + C dcar(l - x)2(\ 

J e3x — 1 / • 
(58) 1/9 

Es ist { } ^ 0>040 • 

Mit v = A 1 / 2 ergibt sich also schließlich 

<&> = • 0,040 N™ 

= e2 - 4 n -0,040^1/2. 

(59) 

(60) 

Ladungsträger individuell erfaßt, folgendes Ergeb-
nis haben 

< Ä i > = { I 

- 2 4 ( - r ; ) + f 2 <*«< m= 1 x m ' l m 
/ ! V J _ \ \n/\rm/ 

3 - 3 \2 3 N 

Gegenüber der hier durchgeführten Berechnung der 
kollektiven Wirkung von Ladungswolken würde eine 
Bestimmung von <<p2> für das neutrale Plasma mit 
N 
2 em — 9, welche nur die Wirkung der einzelnen Während (60) für N > 400 gelten sollte, müßte dem-

e2N 
R2 R2 (61) 



nach für hinreichend große N der Unterschied zwi-
schen (60) und (61) deutlich bemerkbar werden. 

Wegen des in Abschnitt 2 erwähnten Zusammen-
hangs zwischen Fernfeld und Dipolmomentdichte 
ist auch das mittlere Dipolmomentdichtenquadrat 
<(m2> von Interesse. Da die Rechnung jedoch weit-
gehend derjenigen für das Fernfeld gleicht, sei hier 
nur das Ergebnis mitgeteilt. Man erhält mit <(/2> 
= <r2> = \R 2 hier 

für p\v ^ 1 / 9 (62) 

und nach Auswertung der Summe 

= 0 ,18*1/6. (ß3> 

Es gilt also (vgl. Anhang I) 

< £ | > ^ 6 , 7 < m | > . (64) 

Zum Schluß dieses Abschnitts sei noch der Bruchteil 
NK/N der Ladungsträger abgeschätzt, der im Mittel 
effektiv zum Fernfeld beiträgt. Dieser Bruchteil wird mit 
den mittleren Ladungsquadraten <Q2> zusammenhängen, 
so daß sich für NK/N der folgende Ausdruck angeben läßt 

\ / p=i p=i 

Bis auf den Korrekturfaktor 1 — p\v ist die letztere 2 
gemäß Gl. (28) gleich 1, so daß N / N K ^ 1/tfN folgt, d.h. 
trotz mit N zunehmenden Fernfeldes nimmt der Bruchteil 
der wirksamen Ladungsträger ab. Die Größe NK/N ließe 
sich evtl. als Maß für die Nichtergodizität verwenden. 
Wird mit N -> °° die Abweichung vom ergodischen Ver-
halten des Systems beliebig klein, so bleibt im Sinne der 
im Abschnitt 2 gemachten Ausführungen trotzdem ein 
Fernfeldeffekt übrig. 

5. Schlußbemerkungen. 
Zum Plasma mit Wechselwirkung 

Nach den Ergebnissen des Abschnitts 4 erhebt 
sich die Frage, welche Größenordnung für die Teil-
chenzahl N in das kollektive Fernfeldquadrat nach 
Gl. (51) im Falle eines realen Plasmas mit Wechsel-
wirkung einzusetzen ist. 

Volle Wechselwirkung unter den Ladungsträgern 
besteht offenbar nur dann, wenn das Plasma räum-
lich so ausgedehnt ist, daß es nicht mehr als Knud-
sen-Gas bezeichnet werden muß. Damit dies der 
Fall ist, müssen die Berandungen des Plasmas so 

weit voneinander entfernt sein, daß auch relativ 
schnelle Teilchen (mit Geschwindigkeiten merklich 
oberhalb der thermischen Geschwindigkeit) zwi-
schen den Berandungen mit einiger Wahrscheinlich-
keit einen Stoß in Form eines nahen Vorübergangs 
mit starker Ablenkung erleiden können, m.a. W. die 
Ausdehnung des Plasmas muß sehr viele Relaxa-
tionslängen betragen. Die freie Weglänge A für enge 
Stöße ist der Größenordnung nach bekanntlich 
durch das reziproke Produkt von Landauquerschnitt 
und Dichte oder auch durch das Produkt von Dichte 
und zur vierten Potenz erhobener Debye-Länge D 
gegeben. 

A ~ (e2/k T)~2 • TO"1 ~ nD* ~ (k T)2\e* n. (65) 

Wählt man nun als Teilchenzahl N diejenige Zahl 
von Teilchen, die sich in einem Gebiet von den 
Dimensionen der Länge A befindet, 

N ~P (66) 

d.h., wählt man die Dimensionen des Gebiets nicht 
größer als die von Ladungsträgern äußerstenfalls 
näherungsweise geradlinig durchlaufene Strecke 
(vgl. verwandte Überlegungen bei L E E 1 4 ) , SO ergibt 
sich die in der Arbeit2 hergeleitete Proportionalität 
des mittleren Mikrofeldquadrats zur Temperatur T. 
Die in (51) eingehende Größe 2V1/6 stellt dann ge-
mäß (65) und (66) abgesehen von Zahlenfaktoren 
nichts anderes dar als den Plasmaparameter 
k Tje2nyz. 

Daß die freie Weglänge A für enge Stöße hier als 
charakteristische begrenzende Dimension auftritt, 
wird durch Betrachtung der Lebensdauer von be-
wegten Raumladungswölken verständlich. Bilden 
Ladungsträger etwa gleichgerichteter und gleich-
großer Geschwindigkeit eine Raumladungswolke, so 
hört diese Wolke spätestens zu existieren auf, wenn 
die Ladungsträger nach Durchlaufen der Strecke A 
durch enge Stöße großenteils zerstreut worden sind. 
Bei kurzzeitiger Beobachtung ist das Plasma also 
erst über Dimensionen von der Größenordnung A 
elektrisch neutral, bei langzeitiger Mittelung natür-
lich schon über Dimensionen von der Größe der 
Debye-Länge. Daß die Debye-Abschirmung meist 
sehr überschätzt wird, zeigen M O N T G O M E R Y , J O Y C E 

u n d S U G I H A R A 1 5 . 

1 4 E . P . LEE, Astrophys. J . 1 5 1 , 6 8 7 [ 1 9 6 8 ] . 
1 5 D . MONTGOMERY, G. JOYCE, and R Y O SUGIHARA, Plasma 
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Die Proportionalität des Fernfeldquadrats zu JV1/6 

gemäß (51) läßt sich mit (65) und (66) so interpretie-
ren, daß tatsächlich nur der geometrische Mittel-
wert aus dem Produkt von X mit dem mittleren Teil-
chenabstand eingeht; das bedeutet, daß die wesent-
lichen Feldbeiträge aus Entfernungen von der 
Größenordnung einiger Debye-Längen kommen. 
iV1/6 oder kT/e2n1/3 ist, wie man sich leicht über-
zeugt, von der Größenordnung der Zahl der Teilchen 
in einer Debye-Kugel; entsprechend den Ausführun-
gen am Schluß von Abschnitt 3 gilt das gleiche von 
der dort eingeführten Größe nöV, die olfenbar für 
rn5F> 1 ebenfalls als zu k Tje2n1/3 proportional an-
zusehen ist. 

Anhang I 

Fernfeld und Dipolmomentdichte 

Wird eine Raumladungsverteilung Q mit Hilfe 
einer Entwicklung nach Kugelfunktionen darge-
stellt 

oo l 
e(r) = I 2 Qim (r) • PT (cos 0) • eim<p, (I1) 

1=0 m=-l 

so sind zur Bestimmung der Feldstärke E am Orte 
r = 0 und des auf diesen Punkt bezogenen Dipol-
moments M nur die Funktionen und von 
Interesse. Geht man zur Dipolmomentdichte m = 
MjR3 über, so hat man 

E r (r~3 \ 
m = J d F r e ( r ) . ^ _ 3 ] ( J 2 ) 

R 

= - ~ j d r {Re g n (r); - Im (r); (r)}. 
ö 

Es gilt daher ersichtlich m->E, wenn entfernte La-
dungen den Hauptbeitrag zum Integral liefern. 

Anhang II 

Zur Realisierungsmöglichkeit der Unterteilung 
einer Kugel in sphärische Untervolumina 

Gemäß der Bedingung (28) von Abschnitt 4 hat 
man mit Hilfe der Markoff-Methode die nicht-
normierte Wahrscheinlichkeit Wv(np) aus 

V v\q / V \ 

wv(nv) ~ Yl 2 6 2 — v)'ö(np — sp) 
5=1 s9 = 0 \q = 1 / 
oo v v/q v 

— oo q = 1 «a = 0 5 = 1 

+ ik(np — 5P)} 

zu ermitteln. Nach Ausführung der ^ über sQ unter 
Beachtung des Falles q = p hat man 

oo 

Wv(np) ~ jjdkdleiknp-ilv 

— oo 

ei(lp-k)—J I 1 eilq — 1 9 = 1 q±p 

Mit Ausführung der ^-Integration ergibt sich für 
nv = 0, 1, 2 , . . . v/p nach Umformung des Produkts 

Wv(np) ~ f d l e ^ » » - * f\eihl2 • • (II3) 
— oo 5 = 1 ' 

Wendet man auf das sin-Produkt für v > 1 den Satz 
über Funktionen mit gemeinsamen Maximum an, 
dann geht (II3) über in 

Wv (np) ~ JdZexp + \ (v ~ 
— oo 

--^V3(1-P2IV2)} ( I P ) 

1 3 p 1 (3p Y\ - ^ e x p j — 

und führt für v > 1 mit Normierung versehen zu (29) 
in Abschnitt 4. 


