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The Holtsmark microfield evaluation is rediscussed. It is shown that in the usual computation
of the Fourier transform a term is neglected which has the dimension of a dipole moment density.
This term occurs only for long range forces (here Coulomb ones) and remains undetermined in
the limit of an infinitely large system without interaction. Furthermore, it is sensitive to deviations
from ergodicity. The true microfield distribution results as a Holtsmark distribution centered
at the generally nonvanishing far field. As the distribution of the latter is Gaussian the complete
distribution results as a convolution of the Holtsmark distribution with that of the far field.
The parameter of the Gaussian far field distribution is computed for a non interacting plasma
consisting of N charges, by taking into account explicitely the collective field of space charge
fluctuations. The formulae arrived at with respect to the microfield as well as the micropotential
suggest to perform numerical computer experiments (HUNGER, LARENZ and WILKE, to be
published). For an interacting plasma, the far field is obtained qualitatively. It agrees with the
microfield of HUNGER and LArRENZ (1961). The far field dominates the Holtsmark nearest neigh-

bour field at plasma conditions £7'/e2nl/3 > 1.

1. Einleitung und Ubersicht

Abweichend von den bisherigen zahlreichen Ar-
beiten zum Mikrofeld-Problem (Literaturzusammen-
stellung siehe z. B. WEISE!) war in einer Arbeit 2 vor
einigen Jahren fiir typische Plasmabedingungen
(kT |e2n1/3 > 1) mit kollektiver Wechselwirkung ein
stark temperaturabhéingiges Mikrofeld hergeleitet
worden, welches aulerdem zum Unterschied gegen
die bekannte Holtsmark-Verteilung der elektrischen
Mikrofeldstarke einer Gaufl-Verteilung gehorchen
sollte. Zur experimentellen Priifung der Mikrofeld-
theorien sind inzwischen Modellrechnungen mit
Hilfe einer elektronischen Rechenanlage ausgefithrt
worden, iiber die bereits einige Mitteilungen heraus-
gegeben wurden3-4:5, 6. Zusammenfassend wird dar-
iber in dieser Zeitschrift in einer folgenden Arbeit
berichtet?. Auf der anderen Seite ist fiir ein kaltes
Plasma (k7T/e2n1/3 < 1), welches durch eine Hoch-
frequenzentladung erzeugt wurde, mit Hilfe des
Studiums der Stark-Verbreiterung von Wasserstoff-
linien von VIDALS gezeigt worden, daf} fiir solche
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Plasmen mit sehr guter Ndherung die Holtsmark-
Verteilung realisiert ist, die bekanntlich im wesent-
lichen das Feld des dem Aufpunkt nichstbenach-
barten Ladungstrigers wiedergibt.

In der vorliegenden Arbeit soll nun der Ubergang
vom Holtsmarkschen zum GauBschen Verhalten der
Feldverteilungsfunktion diskutiert werden, da die-
ser Ubergang in der Arbeit2 auBer acht gelassen
worden war. Das GauBsche Verhalten entsteht durch
das kollektiv wirkende Feld weit entfernter La-
dungstriager (mit Abstdnden von der GroBenord-
nung der Debye-Lange und dariiber), welches in der
urspriinglichen HorrsMarkschen Arbeit? und in
allen spateren Arbeiten beim Grenziibergang zu be-
liebig ausgedehnten Plasmen iibersehen worden ist,
obwohl die Existenz gewisser Schwierigkeiten hier-
bei im Fall des weitreichenden Coulomb-Feldes aus
der Potentialtheorie bekannt war. Auf diese Schwie-
rigkeiten haben insbesondere NEUMANN 10 und SEE-
LIGER11 Ende des vorigen Jahrhunderts hingewie-
sen. Auf Grund der Eigenschaften der Holtsmark-
Verteilung hatte DEBYE!2 gleich nach Bekannt-
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werden derselben festgestellt, dal mit Hilfe dieser
Verteilung nicht alle einschliagigen Phinomene ad-
dquat beschrieben werden konnen.

Es wird im Abschnitt 2 gezeigt, an welcher Stelle
der bekannten Holtsmarkschen Rechnung bisher
iibersehene mathematische Komplikationen ein-
setzen, die dazu zwingen, das Fernfeld der Ladungs-
trager genauer zu untersuchen. Hierbei ergibt sich
aullerdem, dafl Variable mit der typischen Eigen-
schaft des Coulomb-Feldes, namlich der grofen
Reichweite, sehr empfindlich gegen beliebig kleine
Abweichungen von dem in der statistischen Mecha-
nik iiblicherweise vorausgesetzten ergodischen Ver-
halten der betrachteten Systeme sind. Im Ab-
schnitt 3 wird dann eine Rechenmethode angegeben,
welche die Schwierigkeiten beim Grenziibergang zu
Plasmen beliebiger Ausdehnung vermeidet und der
physikalischen Realitéit einer im Mittel gleichmaBi-
gen Ladungstrigerverteilung besser angepafBt ist.
Dabei zeigt sich, daBl die Mikrofeldverteilung fiir
einen unbesetzten Aufpunkt sich grundsitzlich als
eine Faltung einer den nachsten Ladungstriger be-
riccksichtigenden Holtsmark-Verteilung mit einer
das Fernfeld wiedergebenden GauB3-Verteilung dar-
stellt. Weiter zeigt sich, dal3 zur niheren Charakteri-
sierung des Fernfeldes die Kenntnis der weitraumi-
gen elektrischen Raumladungsschwankungen erfor-
derlich ist, denn durch die Raumladungen &uBert
sich die kollektive Wirkung weit entfernter ato-
marer Ladungstrager. Daher wird im Abschnitt 4
fir ein aus N Teilchen bestehendes endlich aus-
gedehntes Plasma ohne Wechselwirkung die Ver-
teilungsfunktion der rdumlichen Dimensionen von
Raumladungsbereichen ermittelt und daran an-
schlieBend fiir ein solches Plasma das mittlere Fern-
feldquadrat, das mittlere Dipolmomentdichtenqua-
drat, welches in einem gewissen Zusammenhang mit
dem Fernfeld steht, sowie das mittlere Potential-
quadrat berechnet. Diese Rechnungen werden be-
sonders auch im Hinblick auf die schon erwihnten
elektronischen Experimente ausgefiihrt, da sie die
Abhéangigkeit der Fernfeldgrofen von der Gesamt-
teilchenzahl N liefern, so daB beurteilt werden kann,
inwieweit mit den heute zur Verfiigung stehenden
Computern eine experimentelle Nachpriifung der
Theorien moglich ist.

Wie bereits gesagt, werden die Betrachtungen
dieser Arbeit ohne explizite Beriicksichtigung der
Wechselwirkung durchgefiihrt, um der Klarheit
halber alle Komplikationen zu vermeiden, die sich
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bei Einfiihrung einer allgemeinen Energie-Vertei-
lungsfunktion ergeben konnten. Gleichwohl lassen
sich die hier gewonnenen Ergebnisse mit Hilfe ein-
facher Uberlegungen auch auf das Plasma mit
Wechselwirkung iibertragen. Dies geschieht im ab-
schlieBenden Abschnitt 5. Man erhalt wiederum die
aus2 bekannte Temperaturabhingigkeit des Fern-
feldes, welches fiir k£ T'/e2n1/3 > 1 das Holtsmarksche
Nahfeld iiberwiegt, womit die Mikrofeldverteilung
in die kanonische Verteilung der elektrostatischen
Energie gerechnet pro Elementarvolumen iibergeht.

2. Diskussion des Grenziibergangs zum beliebig
ausgedehnten Plasma in der Holtsmark-Theorie
und daraus folgende Konsequenzen

Wenn N Ladungstriger keinerlei Beschrankung
in ihrem Aufenthaltsort innerhalb eines sphérischen
Volumens V = ;n R3 unterliegen, bestimmt sich
nach HorrsmMarRk? die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung W (E) des Mikrofeldes im Kugelzentrum als
Aufpunkt in bekannter Weise durch

N
WE)=(...[6(>"" _E dVm
fmj (Z " ) v 1)

m=1
N '
1 : i tem krm) dVip
= @ Jdkexp{—zkE}"l;IlJ exp{ ,3 } v

Setzt man fiir die d-Funktion ihre Fourier-Darstel-
lung ein, wie in (1) gleich geschehen, so reduziert
sich das Problem auf die Ermittlung der Fourier-
Transformierten

o
Ink)=T]fmk), k=|FK| 2)
m=1
Ra=n .
mit fm (k) = -2'%3— jj exp {lke'"rzos ﬁ} - r2drsin 9 dd.

0 em—0

3)

Da in (3) die Winkelintegration sehr einfach ist,
wird diese iiblicherweise stets sogleich iiber das
Intervall # =0 bis 4 =n ausgefiihrt, ohne zu prii-
fen, ob dies unter allen Umsténden zuléssig ist. Hier
soll nun eine Vertauschung der Operationen vor-
genommen werden, derart dafl zunéchst die radiale
Integration ausgefithrt und dann anschlieend der
Grenziibergang R, V, N — co zusammen mit der
Winkelintegration betrachtet wird, wobei aus Vor-
sichtsgriinden zundchst die untere Integrations-
grenze ¥ = &, gesetzt worden ist. Die radiale Inte-
gration ergibt
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nsin 9 dd 2iken,cosd tken, cos &
m =[5 1 Jexp( ")

Em

R2

und damit fir R — oo

5" 9dd 1 1
fm(e) > [ 22390 2

Em

Wird jetzt die Winkelintegration ausgefiihrt, so
kann sie im 1., 3., und 4. Summanden des Inte-
granden von (5) unbedenklich sofort von 0 bis =
erstreckt werden, im 2. Summanden offenbar jedoch
ohne nihere Diskussion nicht. Man erhélt also unter
Benutzung von 1 — cos?¢e o~ ¢2

fm (k) —1— %3— (3ikem R &2 + 327k |ep|?2).
(6)

In (6) ist das letzte Glied in der Klammer der be-
kannte Holtsmarksche Term ~ RO; zusitzlich er-
scheint aber additiv daneben ein Term ~ i R &2, der
im allgemeinen fiir R — oo einen unbestimmten
Wert hat, was sich zeigt, wenn man

e ~R 7 fir 0<yp<l (7)

gegen Null gehen 1aBt, wie dies zu verlangen ist,
damit dem Ladungstréger e,, alle Orte im Volumen
V zuganglich sind. Der durch die Einfithrung von
&m dem Teilchen e, zunichst nicht zugéngliche re-
lative Volumenbereich AV,,/V ergibt sich zu
A 17 :
——I;'l = —27J sin #dd = —% (1 — cos ep) == =
. (8)

und geht, wie verlangt mit B — oo gegen Null. Der
Term

S ikemRel=3iken T™ ~ R (9)
kann also gegeniiber dem Holtsmarkschen Term be-
tragsmafBig jeden beliebigen Wert haben, womit die
bekannten potentialtheoretischen Schwierigkeiten
des Coulomb-Feldes im Falle gegen oo strebender
Medienausdehnung zum Ausdruck kommen. Das
AusschlieBungsvolumen AV, wird natiirlich im
Falle der Wechselwirkung mit der Teilchenkorrela-
tion zusammenhéngen.

Zu der vorstehenden Betrachtung lassen sich
natiirlich leicht Varianten angeben, die zum glei-
chen Resultat fithren. Weiter iiberzeugt man sich
durch analoge Rechnung leicht, dal} beim Grenz-
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9 k3/2
R3

— -V/—»~A| emcos @22+ (1 +i-sgn(ep cos #)) + 0(R—4)}

(4)

1 — ps[—3ikem Rcosd + V27 k%2 | ey cos #|32 - (1 + i - sgn (em cos 19))]}. (5)

ibergang R — oo immer dann die hier aufgezeigten
Probleme auftreten, wenn es sich um ein weit-
reichendes Kraftfeld gemif einem Gesetz r—? mit
p <3 handelt. Dies hat zur Folge, dafl in diesen
Fillen mit dem Auftreten von Fernfeldeffekten zu
rechnen ist. Wie die Diskussion im Zusammenhang
mit (8) zeigt, bedeutet dies insbesondere, da3 Pha-
senvariable, die wie das Plasma-Mikrofeld von sol-
chen Feldgroflen abgeleitet werden, eine betricht-
liche Empfindlichkeit gegen infinitesimale Abwei-
chungen von der Voraussetzung vollergodischen
Verhaltens der betrachteten Systeme aufweisen
miissen. Da reale Systeme schon auf Grund der end-
lichen Lebensdauer niemals vollergodisch sein kon-
nen, hat dies natiirlich entscheidende Konsequenzen
fir die Brauchbarkeit von Ergebnissen, soweit diese
unter Voraussetzung der Ergodizitit im Falle sol-
cher gegen Abweichungen davon empfindlicher Va-
riablen gewonnen wurden. Der Verlust des Fern-
feldanteils in den bisherigen Mikrofeldarbeiten ist
ein Beispiel hierfir.

Der zum Holtsmarkschen Term hinzugetretene
Ausdruck 3ike, Re2, oder wieder allgemeiner ge-
schrieben — 3ike,, R{cos?,> hat die Dimension
eines Dipolmoments; unter Beachtung des Vorfak-
tors R—3 scheint also der Fernfeldanteil in Verbin-
dung mit einer Dipolmomentdichte der betrachteten
Ladungstrigerverteilung zu stehen. Dal} dies in der
Tat so ist, wird im Anhang I zu dieser Arbeit ge-
zeigt.

Geht man nun fiir N = jan R3—co mit n=N|V
als Teilchendichte in bekannter Weise zur Exponen-
tialfunktion fiur die Fourier-Transformierte f(k)
iiber, so hat man mit |e,|=e

N—oo N—oo
fly =] [fm (k)= exp{4ninkR<{, > em cos ﬁm>
m=1 = m=1
3/2
B 11657:/6' S2q /03/2}, (10)

wobei im Imaginirteil des Exponenten die Diver-
genz fiir R — oo infolge Auftretens einer Summe von
Gliedern beiderlei Vorzeichens zwar gemildert er-
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scheint, jedoch zu beachten ist, daB eine Summe
von unabhingigen unbestimmten Grofen natiirlich
unbestimmt bleibt. Die Tatsache, daB3 der Fernfeld-
term als Imaginérteil des Exponenten auftritt, der
bei der k-Integration gemiaB (1) der Feldstirke E
zugeschlagen werden kann, bedeutet im Ergebnis,
daBl W (E) als eine Holtsmark-Verteilung erscheint,
die um einen unbestimmten Fernfeldwert zentriert
ist. Die kollektiv zustande kommenden Fernfeld-
werte schwanken aber ihrerseits statistisch, so daf
insgesamt eine verbreiterte Feldverteilung resul-
tiert. Ohne nidhere Untersuchung kann iiber den
Fernfeldterm zunédchst nichts weiteres ausgesagt
werden, jedoch wird zu vermuten sein, dafl der Aus-

druck R<~§f z em COS 19,,,> im Falle des realen Plas-

mas mit Wechselwirkung die Grofenordnung einer
mit der Elementarladung e multiplizierten charak-
teristischen Plasmalinge, etwa der Debye-Linge
besitzen wird, womit hier bereits der Anschluf3 an
das Ergebnis eines temperaturabhidngigen Mikro-
feldes gemél} der unter 2 zitierten Arbeit gegeben ist.

Im néchsten Abschnitt wird nun eine Integrations-
methode angegeben, welche die hier aufgezeigten
Unbestimmtheiten fiir R— oo und den damit un-
bestimmten Imaginéirteil der Fourier-Transformier-
ten vermeidet; wiederum kommt es dabei wesent-
lich auf die Reihenfolge der Prozesse an. Es wird
sich zeigen, daf} die Fernfeldbeitrage einer Gaul-
verteilung gehorchen.

3. Die Mikrofeldverteilung als Faltung einer
Holtsmark- und einer GauB-Verteilung
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Betrachtet man den Ausdruck

—nVm
W (Vi) AV = ndVy (0 V)m-1 _(m_“__l,)!
4 m—1 == (4 3 :‘
—>4nnrmdrm( g"rg”) . exp{ (;Zr;/)!)r b

(11)

so gibt er bekanntlich die normierte Wahrscheinlich-
keit an, in einem Volumen dV,, nur m Teilchen zu
finden, wenn deren mittlere Dichte » ist. Anderer-
seits gibt er auch die Wahrscheinlichkeit an, ein
m-tes Teilchen in dV,, in der Umgebung des aus
(11) ersichtlichen wahrscheinlichsten Abstandes

_ [(3m—1\13 3m \1/3
Tom = ( 47n ) =\4an
anzutreffen. Ersichtlich gilt ferner <V > =m/n so-
wie bei Permutation der Teilchennumerierung

N—oo
1 N el ndV dv
= 21 ndV (nV)m 1--( yeoy Tk ————(12)

Damit schreibt sich jetzt die Mikrofeldverteilung13

B)=f- (o 3 “=r= — )

m=1
N—oo
R (13)
T e ndVm,
m=1

wobei man noch die spitere Permutation der Teil-
chennumerierung im Auge zu behalten hat, die
bei Betragsgleichheit aller e;, jedoch nichts Neues
bringt. Fithrt man diese Permutation in (13) gemaf
(12) vor den Integrationen aus, so geht (13) wieder
in den Holtsmarkschen Ansatz iber.

Nach Einfiihrung der ¢-Funktion in der Fourier-
Schreibweise konnen jetzt alle radialen Integrationen
ohne Schwierigkeiten sogleich bis co erstreckt wer-
den. Fiir m =1 hat man zunéichst das Integral

(== 4
Im realen Plasma sind die Ladungstriager im Mit- Ry ;’ j . { ikercosd  4an 73}
tel mit gleichméBiger Dichte verteilt. Es liegt daher ** py e 3
nahe, eine Ordnung der Ladungstriger nach ihren -2anr2drsin #dd (14)
mittleren Abstinden vom Aufpunkt vorzunehmen, oo
wobei dann spéter diese Ordnung permutiert werden - 7% j sin krel ce— @an3)r g o rddy
kann. L5
Durch partielle Integration geht dies iiber in
4 5 2 k
fi(k) = [( ;,:Z sin k;zl — 5 cos —;}) « g—{4nniB) ’“}
r=0
+ % key j ’d’; sin !c—el— g UmnIB 1 ﬁlnu- j drr7sin k— gHUANNE, (15)

13 Fiir m = 1 allein fiihrt dieses Verfahren zu der bekannten Verteilung des allein von der nichstbenachbarten Ladung
herrithrenden Feldes. Siehe z. B. A. UNsoLD, Physik der Sternatmosphiren, Springer-Verlag, Berlin 1955, S. 307/310.
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Der ausintegrierte Anteil liefert keinen Beitrag. Vom verbleibenden 1. Integral spaltet man zweckméBig
einen Teil ab, der statt der Exponentialfunkion den Faktor 1—(4zn/3)r3 erhilt. Im restlichen Teil sowie
im 2. Integral kann die sin-Funktion entwickelt werden, wobei fiir die zu ermittelnde Fourier-Trans-

formierte nur die niedrigsten Potenzen von k von Interesse sind, hier also k2. Dabei geht (15) iiber in

f1(k)
4 . ke[ 1 dan 1
o jdr{kelsln",?l<7§—*f) — k2 2(75_

key 4nn k2e}

r—\c

n 1
3,2 ) (kzel(rs

(27tn)2 **) + (27n)2 75)e“(4”"/3)’3}

4 (1 ke 1 4; k2e? [ 1 - 3
== o | 5 oM =g = keyrsin—g 4 —= (4’ L "m) ( € (4 1 _nn)+nnr3+ (47n/3)r l
5 (==
4;” - k2e} -d; ¢ slcel (iatllf)yg il dex 1/3¢—2 (16)
0
und unter Beachtung der Permu’cation der Ladungsnumerierung
16732 . [4mn\4/3 2\ (e
k) =1— 7 V2 nd|e|325 k32 1—( . ) .p<,§> L2 g, (17)

Es ergibt sich also genau der bekannte Holtsmarksche Term ~ k3/2 und auflerdem ein Term ~ k2. Wie sich

gleich zeigen wird, liefern alle weiteren [y, (k

) fiir m > 1 nur GauBsche Terme ~ k2.

Zur Berechnung der weiteren Integrale kann die Exponentialfunktion exp(ikes cos 9p/r2) bis zu

Gliedern ~ k2 entwickelt werden. Man hat daher

N—oo N
9 k2 e cos2 9
k) = 14k e""’qs—’"—~ Smm
Egm() {A 1{{ z = " (L8}
B L g eren (nVm)mt .y
_72712;”22 i _cos Py cos Py + - m” m—T1 VmepndVip

l+n
mit dV,, = 2772, dry, sin 9y, ddy, .

Der imagindre Anteil in (18) verschwindet bei der
Winkelintegration. Die Summe der quadratischen
Terme 148t sich leicht auswerten. Es ist ebenfalls
unter Beachtung der Permutation der Teilchen-
numerierung

N—oo

I_I (n Vm)m—1 =1
m=2 (N-1) m—l

:%22 (4nn)4/3 J‘dx 48 (] — ¢2)

(13 er(E)

Der eigentlich interessante Anteil in (18) wird der
aus Imaginidrtermen entstandene Korrelationsterm

e, cos2 Om

e~ "Vn ndVy,

(19)

sein, weil in ihm die Gruppierung von Ladungs-
trigern zu Raumladungen in groBerem Abstand
vom Aufpunkt zum Ausdruck kommt. Es soll hier
in 1. Naherung ein AusschlieBungsvolumen V' be-
riicksichtigt werden, das einmal dadurch entsteht,
daB sich die Ladungstrager auf Grund von Wechsel-
wirkung einander nicht beliebig nihern oder gar
gegenseitig durchdringen konnen, zum anderen aber
auch mit Schwankungserscheinungen im Plasma zu-
sammenhédngen kann.

Das Plasma soll insgesamt elektrisch neutral sein,
d.h. es gelte

N N
Den=0 oder Yey=—en.
n=1 n=1

n+m

(20)

Betrachtet man ein Glied der Doppelsumme in (18), so hat man unter Beachtung des Ausschliefungs-

volumens 0V um r;

elenJ."‘

J- cos % cos 0,,

ﬁ ,<,n.Ym>g

- rm.
e Mm.ndVy,

Len 1) TIT
I-1+n-1 .
~erep* O—néVjc9sﬂ-(T(%lLUb_l)'e 2""-ndVl} (21)
( + n — 10/3)!

noV [4nan\43
=—eaen3 |3

T =731 — 1)1 (n — 1)!

—eren iy,
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Beachtet man nun die Quasineutralitit (20) und die Permutation der Numerierung, so hat man fir

den Korrelationsterm

N N

2 z 5o =
l=2n=2

l+n

p— < 2> 3,,

n6V (4nn

Sea>emy Iim= > ¢ > I
! m n l n
m+n

da in der 3-fachen Z im Mittel nur die Glieder mit e, = ¢; beitragen.

Es ist mit J ;) als Bessel-Funktion

N N—oo

—2n
I+

:6F(2I3)' [1—21/3+

und damit ergibt sich fiir den Ausdruck (18)

N—co

+ n — 10/3)! _ ~
Z 2 D= 7/”_1),(”_—1——— /dxx 3.1 —2e 74 2e20 —

JIRSUESES p12¢ed (437)" Ty (14 0,6130067).

a3 ¥ X e Y
) ;Zo nz 2Un=7/3(1 — 1)1 (n — 1)! ’ (22)
l+n
21 —2%

Jo(27x)e2%) o3

218 Ty

3 F}A//sj) } = 3‘1—1(2/3) -0,613

(24)

Geht man nun fiir N — oo zur Exponentialfunktion fiir die Fourier-Transformierte f (k) iiber, so hat man

mit (17) und (24)

16 =3/

) = exp | — 5575 <l

womit gezeigt ist, daf sich die Mikrofeldverteilung
als Faltung einer Holtsmark- mit einer GauB3-Ver-
teilung darstellt. Der Holtsmarksche Beitrag wird
dabei gemaf Herleitung nur durch einen, und zwar
den dem Aufpunkt im Mittel nachstbenachbarten
Ladungstrager geliefert. Der Faktor von k2 im Ex-
ponenten von (25) stellt auf Grund bekannter, fir
GauB-Verteilungen giiltiger Beziehungen 1/6 des
mittleren Fernfeldquadrats dar. Die GroBe <e2)ndV
bedeutet offenbar ein charakteristisches Ladungs-
quadrat, welches von den physikalischen Bedingun-
gen des betrachteten Plasmas und somit im allge-
meinen auch von der Temperatur abhidngen wird;
ndV bedeutet entsprechend eine charakteristische
Teilchenzahl, die im realen Plasma etwa von der
GroBenordnung der Zahl der Ladungstréiger in einer
Debye-Sphire sein wird. Die Gestalt der Fourier-
Transformierten zeigt, dal die Mikrofeldverteilung
gegeniiber der Holtsmark-Verteilung stets eine mehr
oder weniger ausgeprigte Verbreiterung aufweisen
sollte. Dies wird in Rechenmaschinen-Experimenten
auch tatsichlich beobachtet 3:4,5: 6,7,

e[*2y n k32 — (e2) (47”7' )4/3 -0,415 néVkZl , (25)

J

4. Die Fernfeldeffekte in Abhiingigkeit von der
Gesamtteilchenzahl N im wechselwirkungsfreien
Fall

Wie sich am Schlul des Abschnitts 3 heraus-
gestellt hat, kommt es zur Ermittlung des Fernfeld-
anteils auf die Kenntnis der Wirkung der groB-
rdumigen Ladungsverteilung im Plasma an. Diese
Raumladungen ergeben sich als Folge von Schwan-
kungen der Teilchenzahldichten. In diesem Ab-
schnitt sei ein insgesamt elektrisch neutrales, aus N
betragsgleichen Ladungen bestehendes Plasma ohne
Wechselwirkung untersucht, welches in einem Ku-
gelvolumen V = {7z R3 eingeschlossen ist. Ist die
Gesamtteilchenzahl N in V fest und somit keinen
Schwankungen unterworfen, so ergeben sich jedoch
Schwankungen AN, der Teilchenzahlen N, im Vo-
lumenbereich ¥, = 4z Rj um die mittlere Teilchen-
zahl (Np) = NV,/V, wobei bekanntlich gilt (AN3>
={(Nyp), wenn V, bzw. N hinreichend klein gegen
V bzw. N ist. Dem (AN3Z) entspricht dann ein mitt-
leres Ladungsquadrat (@3> in V,, welches sich aus
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den unabhéngigen Schwankungen der positiven und
negativen Ladungszahlen in bekannter Weise qua-
dratisch zusammensetzt.
(Qp = €2(<ANZ,> + (ANZ D)

= e2((Np+) + (Np-)) =X Npy. (26)
Daneben gilt natiirlich {@,>=0. Ist Ny bzw. V,
nicht mehr klein gegen N bzw. V, so ist wegen siche-
rer Anwesenheit der Komplementérladung bzw. der
Komplementéarteilchenzahl in V — ¥, der Korrek-
turfaktor 1 — V/V =1—(Np>/N anzubringen, d.h.
es gilt allgemein

(AN <Qp> =Npy - (1 —=Vyp[V)

= <Np> (1 = {Np[N). (27)
Es erhebt sich nun die Frage, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit das Volumen V in dichtliegende und
sich nicht iiberdeckende Untervolumina V, einge-
teilt angetroffen wird derart, daB} die in V, auf-
tretenden (AN32> groB gegen 1 sind, damit die in
Vp befindliche Ladung @, als in ¥V, kontinuierlich
verteilt angesehen werden kann. LaBt man ein klein-
stes Volumen V;=7V/, mit Ny=N/»> 1 zu, dann
werden sich die tibrigen Volumina in Klassen vom

p-fachen (p=1,2,3...») Volumen V,=pV;=pV /v
einordnen lassen und es muf} gelten
p=1 p=1
oder anp<N1> =N=v{(N1) (28)
=1
bzw. anp =,
p=1

wenn n, die Zahl der Volumina der Grofle V, an-
gibt.

Zu fragen ist jetzt nach der Wahrscheinlichkeit
Wy(np), np Volumina V, anzutreffen, wenn die
Klassenzahl v vorgegeben ist und der Bedingung
(28) geniigt werden muBl. Diese geometrische Frage-
stellung ist genau analog derjenigen der Bose-Ein-
stein-Statistik, wobei n, der Zahl der besetzten
Phasenzellen, V, = pV; der der jeweiligen Phasen-
zelle zuzuordnenden Energie und V der Gesamt-
energie entspricht. Man kann daher hier unter Ver-
zicht auf die Herleitung (im Anhang II skizziert)
sogleich die Formeln der Bose-Einstein-Statistik
ibernehmen. Es ergibt sich

e~3pnplv 1 —e—3plv
P s «0—8
Wrlna) =g RSP 2D =gt
e~ oPnyp/v
o (29)

K. HUNGER UND R. W.LARENZ

Die mittlere Besetzungszahl (n,), die proportional
der Wahrscheinlichkeit W, (V) ist, in V das Volu-
men V, = (p/v) V anzutreffen, ergibt sich dann in
bekannter Weise zu

8 1 —e—3p/»
np) = g 5 M T =saswm
1 —e3 e—3p/v
=130+ 1_ e—3p» (30)
und mit » > 1
1
WG(VM/~<np>==EEF:jT. (3”

Zur Anwendung vorstehender Ausdriicke bedarf
es noch der Festlegung der Gesamtklassenzahl ».
Dies geschieht durch die Forderung, da zwei in
der GroBe benachbarte Volumina V,, Vpi1 mit
den mittleren Teilchenzahlen <(N,» = (p/v)N,
{Np+1) = [(p+1)/v]N trotz zufilliger Schwan-
kungen AN, AN p4q ihrer Teilchenzahlen deutlich
voneinander unterscheidbar sein miissen. Demnach
mul} verlangt werden

(Np41) — KANZ DV = (Npy + CANPV2 (32)

fir alle p zwischen 1 und »; d.h. unter Beachtung

von (27)
p.—:lN_(p—:lN(l ‘%‘))1/2
=y (Pa-2)fe ey
Daraus folgt sofort

A
~2 (p (1 == 7))”‘ <yl/2, (34)

wobei das =< Zeichen durch das Maximum von
p(1—p/v) bei p=1»/2 bedingt wird. Es ergibt sich
also fiir die Klassenzahl » > 1

v=V|Vi=N|KNy> = NV2=(Ny>. (35)

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich nun kollek-
tive Feldwirkungen berechnen. Die Volumina ¥V,
erzeugen mit ihrer in ¥V, ndherungsweise homogen
verteilten Ladung @, am Aufpunkt im Kugelzen-
trum von V eine Feldstéirke E,;, wobei der Index ¢
die Nummer des Volumens von der Groe V, am

Orte rp; bezeichnen soll (1 =1,2,3...v/p). Es ist

Ep = Qm *9pi(pi) (36)
: g . >

mit Jpi = {Tg/nrRz fir 7y = Rpi= Ryp.
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Die Einfiihrung der Funktion gp; ist notwendig, um
der aus der Elektrostatik geldufigen Fallunterschei-
dung gerecht zu werden, je nachdem, ob der Auf-
punkt auBerhalb oder innerhalb von Vp; bzw. Qp;
liegt.

Das mittlere Fernfeldquadrat (E%)>, welches die
Ladungen @,; kollektiv am Aufpunkt im Kugel-
zentrum erzeugen, schreibt sich

/( 2 2. Qi :p’ 9m)>

p=1 [

= Z <Z <Qm> <g1n>>
p i
+<Z > > > QpiQaj €08 Fpigj * Ipidas -

Pt oq 7
D1 ¥4q,)

(37)

Der Korrelationsterm in (37) liefert einen Beitrag,
weil die Ladungen wegen der Bedingung der Ge-
samtneutralitit nicht unabhéngig voneinander sind
und weil sich ferner die Volumina ¥V ; nicht gegen-
seitig iiberdecken. Letzteres muB bei der raumlichen
Mittelung iiber rq; beachtet werden. Mit dem Aus-
schlieBungsvolumen AV 5, hat man in 1. Nédherung

{cos Dpigs * Jpi (Tpi) * 95 (Tq) D vy

V
=0— 5" gpi(rpi) " Gas (rps),  (38)
wobei wegen Ry = Ry gilt
AVpq = §(Rp + Ry)®

fir $a(Rp+ B3 <V —TVp. (39)

Da das AusschlieBungsvolumen AV, selbstver-
stdndlich nicht groBer als das Volumen V sein kann,
gilt jedoch

Nun ist gpi(r) = gp(r) und weiter gilt die Identitit
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=4V, g, (41)
—9p (AVp-gp — AV pq-9q) -

AV pq* gp(r) - gq(r)

Hierin soll
AVy= 4J'c(2R,,)3= 8V,

bzw. AVp=V —V, fir 8V, =V -V, (42)

bedeuten. Der Klammerterm in (41) kann je nach
der GroBe von R, im Verhiltnis zu R, beiderlei
Vorzeichen haben; er mittelt sich daher in der 4-
fachen Summe von (37) weitgehend heraus.
Beachtet man nun die Gesamtneutralitit

2. 2.9 =—Qpi, ¢i+p:i, (43)

so ergibt sqic;l jetzt
(B ‘,,ZEZ Q> @D>+ z<z<Q,n> A¥s g3y
(44)

und mit <an~> =4 Q§> sowie unter Beachtung von
(42) und weiter von

<2Xp> = {np) Xp (45)
i
schliellich
BY> = <@ o> (1 + 1% )
p=1 &
fur 9V, <= (46)
Mit der Definition von g, nach (36) hat man
an ((rrdr | (12
T rer=dar rear
@@= +]|5) (47)
0 Ry
3-6 3 18 [(»\13 5
~ 5R®R,  RY” R4 [(p) _-6]’

da Vp=§a By = (p/»)V = (p/») - § 7 B3 gilt.

Werden nun die Ausdriicke fiir {(np» nach (31) und <Q;> nach (27) eingesetzt, so erhilt man unter

Beachtung von (N,> = Np[v

1— 1/3 5 8 1

(B> =5 N*~{ > Q=g (20— 3] (1 f’ﬁf/v)} fir ? = 5 48)

oder nach Ersetzung der Z durch ein Integral mit 2 = p/y als Integrationsva.riabler
1
2 18 dz (2?3 — ) (1 —a) dx(:c5/3 522) (1 — 2) dx(x2/3 £ x) (1 —=)?
B =y o {[ FS f =2 4 | e )
0 179

Es ist { }=020, (50) Mit (35) hat man nun das Fernfeldquadrat in Ab-

wie man durch naherungsweise Auswertung der In-
tegrale ermittelt.

hingigkeit von der Gesamtteilchenzahl N in den
beiden Formen
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> e2 18
(E%) = R4,,,54020N3/2

— 2 (fgn)ya 18 > 0,20 N1/6,

(51)

wobei n= N/V die Teilchendichte bedeutet. (E%)>
nimmt also im Verhédltnis zum Quadrat des mitt-
leren Holtsmarkschen Nahfeldes mit der 6. Wurzel
aus der Teilchenzahl N zu. Dies sollte gegebenen-
falls im Experiment nachpriifbar sein.

Die abgeleiteten Ausdriicke gelten unter der Vor-
aussetzung, dafl die Klassenzahl » = N2> 1 und
andererseits wegen der als kontinuierlich verteilt
behandelten Ladungen

e QD12 = (NpV2 =

zutrifft. Nimmt man (N;) bzw. » zu minimal etwa
20 an, so folgt, dal die Rechnungen fiir Teilchen-
zahlen N = 400 gelten sollten.

Analog dem Fernfeldquadrat kann man auch das
kollektiv zustande kommende mittlere Potential-
quadrat {¢%> am Aufpunkt in Abhingigkeit von N
berechnen. Hier gilt

P23 1

@pi = Qpi* Jpi (Tpi) (52)
. 1/rpi .
mit gpi= 1 (3 _"P?,) fir rp= Ry,
2Ry \° R
und es ist
RD?d ; R
ﬂ T T (g
Gp = ({ The (35— 7]+ [ rar)
Ry

{pi> = 2, (npy <Qpy [<y§> — <2+ <oy (IS_VQ,/:;V)J fir 9V,=V
p=1

K. HUNGER UND R. W.LARENZ

3 R 3

~2r(l —52%) =3z (53)

4n r2dr r2 \2

@ {fie- 5o
3 18 R 54
~Si=124g 2
{@%)> ist also zu schreiben:
o = z (npy <Qp> g3
+ <Z Z Z ZQ:m Qaj9piJas) - (55)
pitai

Unter Beachtung des AusschlieBungsvolumens hat
man bei der Mittelung iiber rg;

AV
Ipi* {9ai)ry = 9pi<9a1> — '”'ng‘ 9pi(Tpi) * 9qj (7 pi)
AVs o
=999 — 7,,_ I» (56)

+ 'gi? (AVpgp — AVpega) »

wobei sich der Klammerterm in (56) entsprechend
der Bemerkung zu (41) herausmittelt. Ersichtlich
ist nach (53)

o> = Ga> = @) =57+

so daf sich nach Einfiihrung der elektrischen Ge-
samtneutralitit gemaf (43) in Analogie zur vor-
herigen Rechnung ergibt

(87)

oder in Integralform nach Einfithrung der entsprechenden Ausdriicke

dez(l — ) (} — §§213)
(k> =55 No- 3{[ Ee
0

Es ist { }=20,040. (59)

Mit » = N1/2 ergibt sich also schlieBlich

2
(@ = 52 3+ 0,040 N32

=e2-4nn R-0,040 N1/2, (60)

Gegeniiber der hier durchgefiithrten Berechnung der
kollektiven Wirkung von Ladungswolken wiirde eine

Bestimmung von {¢2) fiir das neutrale Plasma mit
o
Ze,,,=0, welche nur die Wirkung der einzelnen

dx:c2 1 —2) (1 — §8all3)

e3z — 1 37 — 1

1
J‘% (1—2:)2(1— 1811/3)}

49 (58)

Ladungstriager individuell erfalt, folgendes Ergeb-
nis haben

2y _/ S em>2\
<¢md> \(m§=:1 m /
_§:2 1 %Y‘Nee /1\/1\
= 2 it 2 2 Wi
l+=m
e2N (3)\2 e2 3N
S E-f)-EY @

Wihrend (60) fir N > 400 gelten sollte, mii3te dem-
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nach fiir hinreichend grole N der Unterschied zwi-
schen (60) und (61) deutlich bemerkbar werden.

Wegen des in Abschnitt 2 erwdhnten Zusammen-
hangs zwischen Fernfeld und Dipolmomentdichte
ist auch das mittlere Dipolmomentdichtenquadrat
{m?2) von Interesse. Da die Rechnung jedoch weit-
gehend derjenigen fiir das Fernfeld gleicht, sei hier
nur das Ergebnis mitgeteilt. Man erhilt mit (g;>
=Py = 3 R? hier

2 g | == 1— 8
CRES T pRULE LA

fir p/r=1/9 (62)
und nach Auswertung der Summe
(my = oo+ 30,189
s g2 (17:;7”)4/3 : ,2, 0,18 N1/6 (63)
Es gilt also (vgl. Anhang I)
(B =~ 6,7{mg> . (64)

Zum SchluB dieses Abschnitts sei noch der Bruchteil
Ng/N der Ladungstriger abgeschitzt, der im Mittel
effektiv zum Fernfeld beitrigt. Dieser Bruchteil wird mit
den mittleren Ladungsquadraten <Q‘;’,> zusammenhéngen,
so daB sich fir Ng/N der folgende Ausdruck angeben lit

Nx\2 1 < 1 - »p P 1
(—N—) = 2 N2 pzl‘np <QE> = E?pé;‘bp?(l _T)E_N

Bis auf den Korrekturfaktor 1 — p/» ist die letztere >
gemiB Gl. (28) gleich 1, so daB N/Ng =~ 1/)N folgt, d.h.
trotz mit N zunehmenden Fernfeldes nimmt der Bruchteil
der wirksamen Ladungstriger ab. Die GroBe Nx/N lieBe
sich evtl. als MaB8 fiir die Nichtergodizitit verwenden.
Wird mit N — « die Abweichung vom ergodischen Ver-
halten des Systems beliebig klein, so bleibt im Sinne der
im Abschnitt 2 gemachten Ausfithrungen trotzdem ein
Fernfeldeffekt iibrig.

5. SchluBbemerkungen.
Zum Plasma mit Wechselwirkung

Nach den Ergebnissen des Abschnitts 4 erhebt
sich die Frage, welche Grofenordnung fiir die Teil-
chenzahl N in das kollektive Fernfeldquadrat nach
Gl. (51) im Falle eines realen Plasmas mit Wechsel-
wirkung einzusetzen ist.

Volle Wechselwirkung unter den Ladungstrigern
besteht offenbar nur dann, wenn das Plasma rdum-
lich so ausgedehnt ist, dafl es nicht mehr als Knud-
sen-Gas bezeichnet werden mufl. Damit dies der
Fall ist, miissen die Berandungen des Plasmas so
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weit voneinander entfernt sein, daBl auch relativ
schnelle Teilchen (mit Geschwindigkeiten merklich
oberhalb der thermischen Geschwindigkeit) zwi-
schen den Berandungen mit einiger Wahrscheinlich-
keit einen Stof in Form eines nahen Voriibergangs
mit starker Ablenkung erleiden konnen, m.a. W. die
Ausdehnung des Plasmas muf} sehr viele Relaxa-
tionslédngen betragen. Die freie Weglinge 4 fiir enge
StoBe ist der GroBenordnung nach bekanntlich
durch dasreziproke Produkt von Landauquerschnitt
und Dichte oder auch durch das Produkt von Dichte
und zur vierten Potenz erhobener Debye-Lange D
gegeben.

A~ (2kT)2 -n1~nD4~ (kT)2ein. (65)

Wéhlt man nun als Teilchenzahl N diejenige Zahl
von Teilchen, die sich in einem Gebiet von den
Dimensionen der Liange A4 befindet,

N ~ 23 (66)

d.h., wiahlt man die Dimensionen des Gebiets nicht
grofer als die von Ladungstrigern duBerstenfalls
niherungsweise geradlinig durchlaufene Strecke
(vgl. verwandte Uberlegungen bei LEE14), so ergibt
sich die in der Arbeit?2 hergeleitete Proportionalitit
des mittleren Mikrofeldquadrats zur Temperatur 7'.
Die in (51) eingehende Grofle N1/6 stellt dann ge-
méifB (65) und (66) abgesehen von Zahlenfaktoren
nichts anderes dar als den Plasmaparameter
kT/e2nl/3,

DaB die freie Weglinge 4 fiir enge St6Be hier als
charakteristische begrenzende Dimension auftritt,
wird durch Betrachtung der Lebensdauer von be-
wegten Raumladungswolken versténdlich. Bilden
Ladungstriger etwa gleichgerichteter und gleich-
groBer Geschwindigkeit eine Raumladungswolke, so
hort diese Wolke spatestens zu existieren auf, wenn
die Ladungstriger nach Durchlaufen der Strecke 4
durch enge StoB8e groBenteils zerstreut worden sind.
Bei kurzzeitiger Beobachtung ist das Plasma also
erst iiber Dimensionen von der GroéBenordnung A
elektrisch neutral, bei langzeitiger Mittelung natiir-
lich schon iiber Dimensionen von der GroBe der
Debye-Lange. Dal die Debye-Abschirmung meist
sehr iiberschiatzt wird, zeigen MONTGOMERY, JOYCE
und SUGIHARA 15,

14 E. P. LEE, Astrophys. J. 151, 687 [1968].
15 D, MONTGOMERY, (. JOYCE, and Ryo SucrHARA, Plasma
Physics 10, 681 [1968).
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Die Proportionalitdt des Fernfeldquadrats zu N1/6
gemiB (51) 1aBt sich mit (65) und (66) so interpretie-
ren, daf tatsdchlich nur der geometrische Mittel-
wert aus dem Produkt von 4 mit dem mittleren Teil-
chenabstand eingeht; das bedeutet, daB die wesent-
lichen Feldbeitrige aus Entfernungen von der
Groflenordnung einiger Debye-Lingen kommen.
NUV6 oder kT[e2nl/3 ist, wie man sich leicht iiber-
zeugt, von der GroBenordnung der Zahl der Teilchen
in einer Debye-Kugel ; entsprechend den Ausfiihrun-
gen am Schlufl von Abschnitt 3 gilt das gleiche von
der dort eingefithrten GroBle ndV, die offenbar fiir
ndV > 1 ebenfalls als zu k T'/e2nl/3 proportional an-
zusehen ist.

Anhang I

Fernfeld und Dipolmomentdichte

Wird eine Raumladungsverteilung p mit Hilfe
einer Entwicklung nach Kugelfunktionen darge-
stellt

oo l
=2 2 om(r): P{(cosd) ™7, (IN)

1=0 m=—1
so sind zur Bestimmung der Feldstirke E am Orte
r=0 und des auf diesen Punkt bezogenen Dipol-
moments M nur die Funktionen ;9 und p;; von
Interesse. Geht man zur Dipolmomentdichte m =
M| R3 iiber, so hat man

m={3Vro)- ()
ngnfdr(
0

Es gilt daher ersichtlich m — E, wenn entfernte La-
dungen den Hauptbeitrag zum Integral liefern.

(12)

){Rtel r); —Impy1(r); $010(r)}.
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Anhang I1

Zur Realisierungsméglichkeit der Unterteilung
einer Kugel in sphdrische Untervolumina

Geméif der Bedingung (28) von Abschnitt 4 hat
man mit Hilfe der Markoff-Methode die nicht-
normierte Wahrscheinlichkeit W, (n;) aus

v g
Wy(np) ~ T] Zé(z_qsq—v) d(np — 8p)
lI—-l 8¢=0 q=
v v/q v
~ f_fdkle Zexp{@l(quq —) (I1Y)
g=1 83=0 q=1

+ik(np — sp)}
zu ermitteln. Nach Ausfiihrung der Z iiber s, unter
Beachtung des Falles ¢ = p hat man
Wy (ny) ~ [ [ dkdleknr—itr

eip—k)@p+1) — 1 £ eil(v+) — 1
CeUp-bH—1 qll Telle —1

¢+p
Mit Ausfithrung der k-Integration ergibt sich fiir

np=0,1,2,...9/p nach Umformung des Produkts
C37 ilons—9) T sitvj2 . S0 4 9)/2
Wy (np) ~_fwdle Yon )qll gz . “enlg? (I13)

Wendet man auf das sin-Produkt fiir » > 1 den Satz
iiber Funktionen mit gemeinsamen Maximum an,
dann geht (II3) iiber in

Wy (np) ~ [dlexp {il(pnp + ; (v — 3))

— ;22 »3(1 — pZ/,,z)}

3p 1 (3p }
— exp {— " — g, (7’»— np)

und fiihrt fiir » > 1 mit Normierung versehen zu (29)
in Abschnitt 4.

(I14)



